Ejercicio 1 Septiembre (mod4) 2020 (Andlisis)
Considera la funcién f : R -~ R dada por f(x) = e*-(x2- 5x + 6). Determina los intervalos de concavidad y con-
vexidad de f ylos puntos de inflexion de su gréfica. (2’5 puntos)
Solucién
Sabemos que la curvatura es el estudio de la 22 derivada.

f(x) = - (x>- 5x + 6); f'(x) = €% (x?- 5x + 6) + e*-(2x - 5) = e%-(x2- 3x + 1).
La 22 derivada es f “(x) = &% (x3- 3x + 1) + eX-(2x - 3) = - ( X2- X - 2).

1+J1+8_1+3
2

De f“(x) =0, tenemos x2-x-2=0 - X= 5

, de donde x = -1y x = 2 que seran los posi-
bles puntos de inflexion.
Como f "(-2) = e2-(4) > 0, f es convexa ( O) en (-oo, -1).

Como f ”(0) = e%(-2) < 0, fes concava ( n) en (-1, 2).
Como f“(3) =e3 (1) >0, f es convexa ( O) en (2, +).

Por definicion x = -1 es punto de inflexion y vale f(-1) = e1-(12) = 12/e 014'41455.
Por definicion x = 2 es punto de inflexion y vale f(-1) =  e2-(0) = 0.

Ejercicio 2 Septiembre (mod4) 2020 (Andlisis)
Calcula J.Onx-sen2 (x)dx. (2'5 puntos)
Solucion

X?/4 — (1/8)cos(2x) — (1/4)(x-sen(2x))
Calculamos primero la integral indefinida, y es un integral por partes:

Recordamos que de “cos?(x) + sen?(x) = 1" y “cos?(x) — sen?(x) = cos(2x)". Sumando y restando obtenemos
cos?(x) = (1 +cos(2x) )2 y sen?(x)=(1-cos(2x))/2

u=x =du=dx

1 - cos(2x) dx b = Xl(z_sen(Zx)] ) I(z_sen(Zx))dX _
2

I = | x-sen? (xX)dx = < dv = sen? (X)dx = =
J ®) ®) 2 4 2 4

V= ,[l - cos(2x) dx= X sen(2x)
2 2 4

2 2

_x-sen(2x)  x° cos(2x)+ K = X~ x-sen(2x) cos(2x)+K.

4 4 8 4 4 8

X2
2

x* x-sen(2x) cos(2x)
4 4 8

Por tanto jonx-senz (x)dx { } = (18/4 - (Tt 0)/4 - 1/8) - (0 - 0 - 1/8) = 12/4.
0

Ejercicio 3 Septiembre (mod4) 2020 (Algebra)

1 -2 1 X 2
Considera el sistema de ecuaciones dado por AX=Bsiendo A=m 4 -2|, X=|y|yB=|2m|.
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1’5 puntos)
b) Para m = -2, ¢ existe alguna solucién con z = 0? En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica
la respuesta. (1 punto)
Solucion
(a)

Discute el sistema segun los valores de m.



1 -2 1 1 -2 1 2
SeaA=m 4 -2|yA*=m 4 -2 2m| lamatriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
0 m+2 -3 0 mt2 -3 1
1 -2 1|Adjuntos
Como |A|=m 4 -2 tercera = (-1)(m+2)(-2-m) + (-3)(4+2m) = (M+2)(M+2) - 6(2+m) = (m+2)(m-4).
0 m+2 -3 fila
De (m+2)(m-4) =0, tenemos m=-2 y m =4,

Sim#-2 y m#4, |A] £0, tenemos rango(A) = rango(A*) =3 = numero de incdgnitas, por el Teorema de
Rouche, el sistema es compatible y determinado y tiene solucio n dnica.

1 -2 1 1 -2 1 2
Sim=-2,tenemos A=|-2 4 -2|yA*=|-2 4 -2 -4].
0 0 -3 0 0 31
1
En A como 3‘ =-3-0=-3#0, rango(A) = 2.
1 1 2
En A*como |-2 -2 -4| =0, por tener las filas 12 y 22 proporcionales, rango(A*) = 2
0 -3 1

Sim = -2, tenemos rango(A) = rango(A*) =2 < numero de incognitas, por el Teorema de Rouchg, el sis-
tema es compatible e indeterminado y tiene infinita s soluciones , (mas de una).

1 -2 1 1 -2 1 2
Sim=4,tenemos A=4 4 -2|yA*=|4 4 -2 8|.
0 6 -3 0 6 31
En A como Al, j‘ =4+8=12+# 0, rango(A) = 2.
1 -2 2 1 -2 2/Adjuntos
En A*como |4 4 8|F,-4F=|0 12 O0|segunda =12(1-0) =12 # 0, rango(A*) = 3.
0 6 1 0 6 1 fia

Sim =4, tenemos rango(A) = 2 # rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouche, el sistema es incompatible y
no tiene solucion .

(b) . . . . . . e
Para m =-2, ¢ existe alguna solucién con z = 0? En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la
respuesta.

Hemos visto en el apartado (a) que tiene méas de una solucién y como el rango es 2, s6lo necesitamos dos

1 2 1 2
ecuaciones. Utilizo la primera y la tercera: A*=|-2 4 -2 -4
0 0 -3 1

. Tenemos z = -1/3, y nunca puede serz =0 ,tomandoy =b OR, resultax =2b + 7/3y la

X-2y+z=2
-3z=1
solucion del sistemaparam=-2es: (x,y,z)=(7 /3+2b,b,-1/3) con b OR.

Ejercicio 4 Septiembre (mod4) 2020 (Geometria)

4x-3y+4z=1

3x-2y+z=0

(a) Halla a sabiendo que 1tes paralelo ar. (1'5 puntos)

(b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, 3). (1 punto)
Solucion

Consideraelplanomm=x-y+az=0ylarecta r = {

@)



Halla a sabiendo que ttes paralelo ar.

Si tes paralelo a r el vector normal del plano 1, n = (1, -1, a) tiene que ser perpendicular al vector director
i j k|Adjuntos

delarectar,elu=1|4 -3 4| primera =i(-3+8) - j(4-12) + k(-8+9) = (5, 8, 1)
3 -2 1 fila

Deneu=(1,-1,a)(5,8,1)=0=5-8+a=-3+a=0,tenemosa=3para T seaparaleloa r.

(b)

Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, 3).
El plano 1t perpendicular a r tiene por vector normal n’ el directo de e, u = (5, 8, 1).

El plano pedidoes: T =PXeu=0=(x-1,y-2,2-3)(5,8,1)=5x+8y+z—-24=0.

Ejercicio 5 Septiembre (mod4) 2020 (Andlisis)
L . _ . e % 5 x<1

Sea la funcion derivable f : R - R definida por f(x) = )
1-xIn(x) si x=21

(In denota la funcion logaritmo neperiano).
a) Determina los valores de ay b. (1’75 puntos)
b) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisas x = 2. (0’75 puntos)

Solucion
(a) Determina los valores de ayb.

Como la funcién es derivable en R, es continua en R; en particular en continua y derivable en x = 1.

Como f(x) es continua en x = 1 tenemos f(1) = Iirrl1_f(x) = Iin11 f(x)
f(1) = |in;l f(x) = |in;l Q-xIn(x)=1-121In(1) =1. IirTl1_f(x) = Iir?_(ezax"‘b) =g,
De f(1) = Iin}_f(x) = Iin11 f(x), tenemos 1 =g 22-40 de donde 2a - 4b = In(1) = 0, de donde a = 2b.
Como f(x) es derivable en x =1 tenemos f'(1-) = Iin’ll_f 'X)=f'(1+) = Iirr11 f'(x), veremos la continuidad de la
derivada.

| e™® s x<1 oon 4b-e™ % si x<1_ [4b-e™* s x<1
f(x) = ) , P = . = .

1-xIn(x) si x=1 - (L In(x) + x-(1/x)) si x=1 -1-In(x) si x=21

fi(1) = lim (9 = Iirrl1_(4b-e4bx‘4b): 4b- =4b. f'(1+) =lim f(x) = lim (-1 -In(x)) = -1 - In(1) = -1.
De f'(1-) = Iin?_f 'x)=f'(1+) = Iirr11 f'(x), tenemos 4b =-1,de donde b=-1/4 y a=-1/2.
(b)
Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisas x = 2. (0’75 puntos)
El punto de abscisa x =2 estaen larama x 2 1, donde f(x) =1 - x:In(X) y f ‘(X) = -1 - In(x).
Larectatangenteenx =2 es“y-f(2) =f‘(2)(x - 2)".
Tenemos f(2) =1 -2:In(2) y f(2) = -1 - In(2).

La recta normal en x = 1/3 es “y — f(1¢3) = (-1/ f ‘(1Y3))(x - 103)".
Tenemos f(1/3) =V(3) /3 y f‘(1w3) = 0 (anulaba la primera derivada).

Luego larectatangenteenx=2es"y-(1-2:In(2)) =(-1-In(2))-(x-2)", esdeciry=(-1-In(2)x + 3.

Ejercicio 6 Septiembre (mod4) 2020 (Andlisis)
Considera las funciones f, g : R - R definidas por f(x) = |x| y g(x) = x2 - 2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
b) Determina el area del recinto anterior. (1'5 puntos)



Solucion

a

(C;Icula los puntos de corte de las gréficas de fy g. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
-X si x<0
+x si x=0
luego con dos puntos es suficiente para dibujarlas ( “x” es la bisectriz del | y 1l cuadrante, y solo se dibuja
para x 20, y “- X" es la bisectriz del Il y IV cuadrante, y solo se dibuja para x < 0).

Sabemos que f(x) = |X| = { . Su grafica esta formada por dos semirrectas, “x” y “— X" son rectas

La gréfica de “x? - 2" es la de una parabola con las ramas hacia arriba (el n° que multiplica a x2 es positivo),
abscisa del vértice en la soluciébn de f'(x) =0=2x =0 - x =0, luego el vértice es V(02, f(0)) = V(O, -2).

Calculamos los puntos de corte entre ambas gréficas, es decir las soluciones de “f(x)” = g(x)”

1+V1+8_ -1+3
Six<0,tenemos-x=x2-2 - 0=x2+x-2 5> X= 2 = > , de donde x =-2 y x = 1. Solo
sirve x = -2 (estamos en x<0), luego el punto de corte es (-2, 2).
_1+yJ1+8 1+3

Six>0,tenemosx=x2-2 - 0=x2-Xx-2 - X

> > de donde x = -1y x = 2. Solo sirve
X = 2 (estamos en x > 0), luego el punto de corte es (2, 2).
Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de sus graficas es:
\\\\\ 1 ////
\ /

i em e e

(b)

Determina el area del recinto anterior.

Area = {por simetria} = Z-Jz(x - X+ 2) dx = 2-J~1(—x2 + X+ 2) dx = 2- x + x +2X 2 =
0 0 3 2 o

=2.[(-8/3 + 2 + 4) — (0)] u2 = 20/3 U2 06’6667 U2

Ejercicio 7 Septiembre (mod4) 2020 (Algebra)

1 2 3 X
Considera A=|{0 0 2|y X=|y].
011 z

a) Halla los valores de A tales que |A - Al| = 0, donde | es la matriz identidad de orden 3. (1'25 puntos)
b) Para A =1, resuelve el sistema dado por (A - Al) = O. ¢ Existe solucién tal que z = 1? En caso afirmativo,
calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1’25 puntos)

Solucion
(a)
Halla los valores de A tales que |A - Al| = 0, donde | es la matriz identidad de orden 3.
1 2 3 100 114 2 3
Tenemos (A-A)=|0 0 2|-4/{0 1 0O|=f O -4 2
0 11 0 0 1 0 1 1-4



1-A 2 3 |Adjuntos
Luego [A-All=0=|0 -A 2 |primera =(1-AN((A)@Q-A)-2)=(1-AN(A2-]\-2).
0 1 1-Acolumna

1+1+8 1%
2

De (1-A)(A%2-A-2)tenemosA=1yA2-A-2=0 - A= 23 dedondeA =2 yA =-1, por

tantopara A=-1, A=1yA=2tenemos |A- Al|=0.

(b)

Para A =1, resuelve el sistema dado por (A - Al)X = O. ¢ Existe solucién tal que z = 1? En caso afirmativo,
calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1’25 puntos)

0 2 3 0 2 3)(x) (O
Tenemos para A=1, (A-A)=|0 -1 2|,luegode (A-ADX=0Oresulta|0 -1 2| y|= 0|, esdecirel
010 0 1 0)lz) (o

0 2 3)(x) (0 2y+3z) (O

sistema|0 -1 2||y|=/0|=|-y+2z |=|0|,dedondey=0,z=0yx=m 0OR,y la solucién del sis-
0 1 0)\z 0 y 0

temaes (x,y,z)=(m,0,0)conm 0OR, portanto no existe solucion tal que z = 1.

Ejercicio 8 Septiembre (mod4) 2020 (Geometria)
Consideraelplanom=x-y+z=2ylarecta r Eg = %1 = le
(a) Calcula la distancia entre ry 1t (1 punto)
(b) Halla la ecuacion general del plano perpendicular a Ttque contiene a r. (1'5 puntos)
Solucion
(a)

Calcula la distancia entre ry 1t (1 punto)

Sabemos que Ttes paralelo a r si el vector normal del plano 1, n = (1, -1, 1) es perpendicular al vector direc-
tordelarectar,elu =(2, 1, -1).

Comoneu=(1,-1,1)(2,1,-1)=2-1-1 =0, tenemos que el plano 77 es paralelo a la recta r.
Luego d(r, ) = d(A, 1) siendo A un punto cualquiera de la recta, en nuestro cado A(0, -1, -2).

Tenemos d(r, T) = d(A; T0) = [aX,+ byo* CZo* dl _ Q) - (1) + (-2)-2] ;i |-3|/V(3) ut = V(3) ul1'73205 u.

\/a2+b2+c2 \/12+2+12
(b)

Halla la ecuacion general del plano perpendicular a Tt que contiene a r. (1'5 puntos)

Para un plano necesitamos un punto, el A(0, -1, -2) (contiene ar) y dos vectores el u = (2, 1, -1) (contiene a
rNyeln=(1,-1, 1) (el plano es perpendicular al ).
X y+1l z+2|Adjuntos
El plano pedido es: T =det(AX,u,n)=0={2 1  -1|primera =x(1-1) -(y+1)(2+1) + (z+2)(-2-1) =0 =
1 -1 1 fila
=-3y-3z-9=0=y+z+3=0.



